
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà

Îáùèå îïðåäåëåíèÿ

Ïðè ðàáîòå ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Âî-ïåðâûõ, ýòî òî÷å÷íûå çàìåíû, òî åñòü íåâûðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèìûõ
è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x̃, ũ) = A(x, u). Ýòè çàìåíû ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê ïî ïðîèç-
âîäíûì, òî åñòü, âûðàæåíèå äàííîãî ïîðÿäêà áóäåò èìåòü òàêîé æå ïîðÿäîê è â íîâûõ
ïåðåìåííûõ. (Åñëè u ñêàëÿð, òî òî÷å÷íûå çàìåíû ìîæíî îáîáùèòü äî êîíòàêòíûõ, âêëþ-
÷àþùèõ çàâèñèìîñòü îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è òîæå ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê.)

Âî-âòîðûõ, ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ïîðÿäîê íå ñîõðàíÿþò. Îíè
ìîãóò áûòü êàê îáðàòèìûìè, òàê è íåîáðàòèìûìè (íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû).

Â-òðåòüèõ, ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîáðàòèìûìè â îáå ñòî-
ðîíû (ïðàâèëüíåå áûëî áû èõ íàçûâàòü ñîîòâåòñòâèÿìè). Òåðìèíîëîãèÿ íåìíîãî ðàçìû-
òà, íî îäíî èç îáùåïðèíÿòûõ îïðåäåëåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x = (x, y, . . . ) îáîçíà÷àåò íàáîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè îíè íå ìåíÿþòñÿ). Óðàâíåíèÿ

A(u, ux, . . . , ũ, ũx, . . . ) = 0, B(u, ux, . . . , ũ, ũx, . . . ) = 0 (1)

çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ìåæäó óðàâíåíèÿìè F (u, ux, . . . ) = 0, G(ũ, ũx, . . . ) = 0,
åñëè ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ u èç óðàâíåíèé A = B = F = 0 â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòåí
óðàâíåíèþ G = 0 è íàîáîðîò, ïðè èñêëþ÷åíèè ũ èç óðàâíåíèé A = B = G = 0 âîçíèêàåò
â òî÷íîñòè óðàâíåíèå F = 0.

Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ u è ũ ñîâïàäàþò � òîãäà ïðåîáðà-
çîâàíèå ìîæíî ïðèìåíÿòü ìíîãîêðàòíî, ÷òî âàæíî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé.

Â.Ý. Àäëåð. Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, âåñåííèé ñåìåñòð 2020



Ïðèìåð (Áýêëóíä, 1883) Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñëóæèò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ
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(x-÷àñòü è y-÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ïî y, âòîðîå
ïî x, è çàìåíèì ïðîèçâîäíûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ â ñèëó ñàìèõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷èì
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Åñëè âçÿòü ðàçíîñòü, òî ïåðåìåííûå ũ ñîêðàùàþòñÿ. Íàîáîðîò, ïðè ñëîæåíèè ñîêðàùà-
þòñÿ u. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïåðåìåííûå u è ũ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
(2), òî êàæäàÿ èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ sin-Ãîðäîí:

uxy = sinu, ũxy = sin ũ

(çäåñü ïðè èñêëþ÷åíèè îäíîé èç ïåðåìåííûõ äàæå íå òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå
äëÿ íå¼). Äàëüíåéøèé ðàçáîð ýòîãî ïðèìåðà áóäåò âûíåñåí â çàäà÷è.

×àñòî ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Áýêëóíäà îòíîñÿò òàêæå îáðàòèìûå äèôôåðåíöèàëüíûå
ïîäñòàíîâêè, ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ â ðåøåíèÿ ýòîãî æå óðàâíå-
íèÿ. Òàêèå ïðèìåðû ó íàñ óæå áûëè â çàäà÷àõ 11 è 12: îòîáðàæåíèå

(u, v) 7→ (ũ, ṽ) : ũ = v, ṽ =
vx
v

+ u ⇔ u = ṽ − ũx
ũ
, v = ũ (3)

äåéñòâóåò íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû

ut = −uxx + (u2 + 2uv)x, vt = vxx + (v2 + 2uv)x; (4)



îòîáðàæåíèå

(u, v) 7→ (ũ, ṽ) : ũ = uxx −
u2x
u

+ u2v, ṽ =
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, v = ṽxx −

ṽ2x
ṽ

+ ũṽ2 (5)

äåéñòâóåò íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2. (6)

Ïåðåõîä ê öåïî÷êàì

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ óðàâíåíèÿ äëÿ u è ũ ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå
ìîæíî èòåðèðîâàòü. Ââåäåì íóìåðàöèþ òàê, ÷òî ũn = un+1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå (2) ïîðîæäàåò ïàðó öåïî÷åê

un+1,x + un,x = 2αn sin
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, un+1,y − un,y =
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, n ∈ Z, (7)

ãäå αn ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû, îíè íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü íà êàæäîì øàãå.

Îòîáðàæåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä

un+1 = vn, vn+1 =
vn,x
vn

+ un

è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un è vn ýòî ôàêòè÷åñêè îäèí è
òîò æå íàáîð ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî îñòàâèòü òîëüêî îäíó èç íèõ. Òîãäà âòîðîå
óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â öåïî÷êó Âîëüòåððà, à ñàìó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
åå ñèììåòðèè:

un,x = un(un+1−un−1), un,t = un(un+1(un+2+un+1+un)−un−1(un+un−1+un−2)). (8)



Àíàëîãè÷íî, îòîáðàæåíèå (5) ïðèíèìàåò âèä

un+1 = un,xx −
u2n,x
un

+ u2nvn, vn+1 =
1

un
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî öåïî÷êå Òîäû, åñëè ïîëîæèòü un = eqn , vn = e−qn−1 ; ñèñòåìà ïî t
ïðåâðàùàåòñÿ â åå ñèììåòðèþ:

qn,xx = eqn+1−qn − eqn−qn−1 , qn,t = q2n,x + eqn+1−qn + eqn−qn−1 . (9)

Êàê âèäèì, âî âñåõ òðåõ ïðèìåðàõ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå:

� áûëî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (x, t) (èëè
(x, y));

� âìåñòî íåãî âîçíèêëà ïàðà öåïî÷åê (äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé), â
îäíîé íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (n, x), â äðóãîé (n, t);

� ýòà ïàðà öåïî÷åê ñîâìåñòíà äðóã ñ äðóãîì è êàæäàÿ êîìïîíåíòà èõ ñîâìåñòíîãî
ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû êàêèì-òî îáðàçîì íàó÷èìñÿ ñòðîèòü ðåøåíèå ïàðû öåïî÷åê,
òî òåì ñàìûì ó íàñ áóäåò ïîñòðîåíî è ðåøåíèå íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ýòà ïàðà îïðåäåëÿåò äëÿ íåãî äèñêðåòèçàöèþ.

Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî öåïî÷êà Âîëüòåððà ñëóæèò äèñêðåòèçàöèåé äëÿ ÊäÔ â ñìûñëå
íåïðåðûâíîãî ïðåäåëà, à ñåé÷àñ ìû âèäèì, ÷òî îíà çàäàåò äèñêðåòèçàöèþ äëÿ äðóãîé
ñèñòåìû (4) íà óðîâíå òî÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Âïðî÷åì, ÊäÔ íå óéäåò îáèæåííûì � äëÿ
íåãî òîæå íàéäåòñÿ öåïî÷êà, áîëåå òîãî, ìû ðàçáåðåì åå ïîäðîáíåå âñåãî.



Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó

Êàê ìû çíàåì, äëÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèå íó-
ëåâîé êðèâèçíû

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ ⇒ Ut = Vx + [V,U ].

Åñëè ó óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà U 7→ Ũ , òî ìû èìååì åùå îäíó
êîïèþ ýòèõ óðàâíåíèé

Ψ̃x = ŨΨ̃, Ψ̃t = Ṽ Ψ̃ ⇒ Ũt = Ṽx + [Ṽ , Ũ ].

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ýòè äâå êîïèè êàê-òî ñâÿçàíû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ψ 7→ Ψ̃ çàäà-
¼òñÿ óðàâíåíèåì âèäà

Ψ̃ = AΨ,

ãäå ìàòðèöà A ìîæåò çàâèñåòü îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ u, ũ, à èíîãäà è îò íåêî-
òîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Äàðáó. Òî åñòü, ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ, ïåðåâîäÿùåå åãî ðåøåíèÿ â ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî æå âèäà, íî ñ íîâûìè
êîýôôèöèåíòàìè. À ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà � ýòî ôîðìóëû, ïî êîòîðûì ïåðåñ÷èòû-
âàþòñÿ êîýôôèöèåíòû. Èíà÷å, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ýòî ïðîäîë-
æåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà íà ψ-ôóíêöèè. Îäíàêî, ìîæíî íå çàäóìûâàòüñÿ î ýòèõ
ñìûñëîâûõ ðàçëè÷èÿõ è âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãîâîðèòü ¾ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà¿.
Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí îäåâàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó, êàê ìû ïîçæå óâè-
äèì, îíî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ íà÷èíàÿ ñ ãîëîãî íóëÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñ èñõîäíûìè ëèíåéíûìè çàäà÷àìè èìååò
âèä

Ax = ŨA−AU, At = Ṽ A−AV.



Åñëè âêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò n, òî ëèíåéíûå çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ òàê:

Ψn,x = UnΨn, Ψn,t = VnΨn, Ψn+1 = AnΨn,

à èõ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïðèíèìàþò âèä

Un,t = Vn,x + [Vn, Un], An,x = Un+1An −AnUn, An,t = Vn+1An −AnVn. (10)

Ïåðâîå óðàâíåíèå îòâå÷àåò óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âòîðîå � x-÷àñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, òðåòüå � t-÷àñòè.

Óïðàæíåíèå. Êàê ìû óæå çíàåì ñèñòåìà (6) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðè-
âèçíû ñ ìàòðèöàìè

U =

(
λ/2 u
−v −λ/2

)
, V = λU +

(
uv ux
vx −uv

)
.

Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè íàâåñèòü çäåñü n è âçÿòü ìàòðèöó A â âèäå

An =

(
λ− qn,x eqn

−e−qn 0

)
,

òî ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ (10) îêàæóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿì un = eqn ,
vn = e−qn−1 è öåïî÷êàì (9).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàøåìó ëþáèìîìó ïðèìåðó � ÊäÔ. Íà ýòîé ëåêöèè ìû îãðàíè-
÷èìñÿ âûâîäîì îñíîâíûõ ôîðìóë, à íà ñëåäóþùåé áóäåì ðàçáèðàòüñÿ, êàê èõ ïðèìåíÿòü
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé.



Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

Âûâîä ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äîâîëüíî ÷àñòî (õîòÿ íå âñåãäà) ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà ïîëó÷àþòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ
äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê, äåéñòâóþùèõ â ðàçíûå ñòîðîíû. Ñëó÷àé ÊäÔ
ñëóæèò òèïè÷íûì ïðèìåðîì. Êàê ìû ïîìíèì, èìååòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû, îòîáðà-
æàþùåå ðåøåíèÿ ìÊäÔ â ðåøåíèÿ ÊäÔ:

M+ : vt = vxxx − 6(v2 + α)vx
−u=v2+vx+α−−−−−−−−−−−→ ut = uxxx + 6uux.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ äëÿ v îòíîñèòåëüíî çàìåíû v → −v. Ýòî
äà¼ò åù¼ îäíó ïîäñòàíîâêó ìåæäó òåìè æå óðàâíåíèÿìè:

M− : vt = vxxx − 6(v2 + α)vx
−ũ=v2−vx+α−−−−−−−−−−−→ ũt = ũxxx + 6ũũx.

Óðàâíåíèÿ äëÿ u è ũ ñîâïàäàþò, íî ñàìè ðåøåíèÿ ðàçíûå.

M-M+

B

v,α

u u


Ñâÿçü ìåæäó u è ũ è åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ ÊäÔ. Ýòî íåÿâíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå. Åñëè çàäàíî ðåøåíèå u(x, t), òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ũ(x, t), íóæíî ñíà÷àëà îáðàòèòü
M+
α , òî åñòü, ïîñòðîèòü v êàê ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ïàðû ÎÄÓ

vx = −u− α− v2, vt = −uxx + 2uxv − 2(u− 2α)(u+ v2 + α), (11)



(âòîðîå óðàâíåíèå ýòî ìÊäÔ, â êîòîðîì vx, vxx è vxxx çàìåíåíû ÷åðåç u), à ïîòîì íàéòè
ũ ïî ÿâíûì ôîðìóëàì ïðè ïîìîùè M−

α . Òóò ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî ðàíåå ìû îáðàùàëè
M+
λ â âèäå ðÿäà ïî

√
−λ. Ýòî áûëî ïîëåçíî äëÿ âûâîäà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ñèììåòðèé,

íî â êà÷åñòâå íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ ýòîò ôîðìàëüíûé ðÿä íå ãîäèòñÿ. Ñåé÷àñ íàì íóæíî
ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè îò x, t, ïðè íåêîòîðîì êîíêðåòíîì ÷èñëîâîì çíà÷åíèè λ = α.

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, íàéäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîäåðæèò
íå òîëüêî u, ũ, íî è ïðîìåæóòî÷íóþ ïåðåìåííóþ v. Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî èñêëþ÷èòü
è ïðèâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ê âèäó (1). Èìååì:

− u = v2 + vx + α, ũ = u+ 2vx. (12)

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü 2v2 = −(u+ ũ+ 2α) è ïîäñòàíîâêà âî âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò

ux + ũx = (u− ũ)
√
−2(u+ ũ+ 2α). (13)

Ýòî x-÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà. Åù¼ îäíî óðàâíåíèå, t-÷àñòü, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ïîäñòàâèòü v âî âòîðîå óðàâíåíèå (11) èëè íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå ìÊäÔ; ýòî äàñò

ut + ũt = (uxx − ũxx + 3u2 − 3ũ2)
√
−2(u+ ũ+ 2α). (14)

Ïåðåêð¼ñòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íåcëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò

ut − uxxx − 6uux = ũt − ũxxx − 6ũũx,

òî åñòü, åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ, òî ýòî âåðíî è äëÿ âòîðîé; êðîìå
òîãî, äèôôåðåíöèðîâàíèå (13) â ñèëó ÊäÔ äàåò òîæäåñòâî (ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (13)
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî x).



Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà

Ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå (13) íå îñîáåííî óäîáíî èç-çà êîðíÿ. Îäíàêî, ìû ìîæåì âçãëÿíóòü
íà êàðòèíó è ñ äðóãîé ñòîðîíû:

M- M+

B

u


v,α v

,α


è âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷àòü v, èñêëþ÷èòü ũ èç ñîîòíîøåíèé

M+ : −ũ = ṽ2 + ṽx + α̃, M− : −ũ = v2 − vx + α,

ãäå ïàðàìåòð α̃ âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî îò α. Ýòî äà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà (òî÷íåå,
åãî x-÷àñòü) ìåæäó äâóìÿ óðàâíåíèÿìè ìÊäÔ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè:

vx + ṽx = v2 − ṽ2 + α− α̃. (15)

vt = vxxx − 6(v2 + α)vx, ṽt = ṽxxx − 6(ṽ2 + α̃)ṽx.

Òàê êàê ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîêðàòíî, òî äëÿ íàñ íåò ïðèí-
öèïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ äèàãðàììàìè � îíè âñå ðàâíî ñêëåèâàþòñÿ â
îäíó îáùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòî äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ un, vn, ñâÿ-
çàííûõ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè αn:

− un = v2n + vn,x + αn, −un+1 = v2n − vn,x + αn, n ∈ Z. (16)



M
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M
-

M
-

M
+

M
+

vn-1,αn-1 vn,αn vn+1,αn+1

un un+1 un+2

. . . . . .

Îòñþäà äëÿ vn ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà:

vn,x + vn+1,x = v2n − v2n+1 + αn − αn+1. (17)

Óäîáíà òàêæå ïåðåìåííàÿ q, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëàì

un = −2qn,x, vn = qn − qn+1.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ýòà ïåðåìåííàÿ óäîâëåòâîðÿëà,
ïðè êàæäîì n, ïîòåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ÊäÔ

qt = qxxx − 6q2x. (18)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà èìååò âèä

qn,x + qn+1,x = (qn − qn+1)2 + αn. (19)



Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ψxx + (u+ λ)ψ = 0 (20)

èìååò âèä
ψ̃ = ψx − vψ, (21)

òî åñòü, ýòà çàìåíà ïåðåâîäèò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì −u â ðåøå-
íèÿ òàêîãî æå óðàâíåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì −ũ. Íàéäåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè âûïèñàííûõ
óðàâíåíèé. Äèôôåðåíöèðóÿ (21) è çàìåíÿÿ ψxx èç (20), ïîëó÷àåì

ψ̃x = ψxx − vxψ − vψx = −(u+ vx + λ)ψ − vψx; (22)

äèôôåðåíöèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì

ψ̃xx = (−ux − vxx + v(u+ λ))ψ − (u+ 2vx + λ)ψx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîëæíî áûòü

ψ̃xx = −(ũ+ λ)ψ̃ = −(ũ+ λ)(ψx − vψ).

Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

ũ = u+ 2vx, −ux − vxx + v(u− ũ) = 0.

Çàìåíèâ âî âòîðîì óðàâíåíèè u− ũ = −2vx è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì

−u = v2 + vx + α, ũ = u+ 2vx,



÷òî è åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà (òî÷íåå, åãî x-÷àñòü) â âèäå (12). Ïðåîáðàçîâàíèå
Äàðáó, ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðåíèåì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âîëíîâûå ôóíê-
öèè, êîòîðûå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå (21). Êðîìå òîãî, ëèíåàðèçàöèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ìèóðû ïîäñòàíîâêîé v = φx/φ, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ φxx = −(u + α)φ, òî åñòü,
äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó, äîñòàòî÷íî èìåòü ÷àñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ïðè ÷àñòíîì çíà÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ = α. Ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ u → ũ è ũ → u îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñìåíîé çíàêà v. Íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà, äåéñòâèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó èìååò âèä

ψ =
1

α− λ
(ψ̃x + vψ̃), (23)

ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç (21) è (22).
Çàïèñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷íîì âèäå è íàâåøèâàÿ èíäåêñ n, ïîëó÷àåì ïðåä-

ñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè:

Ψn,x = UnΨn, Ψn+1 = AnΨn,

ãäå

Un =

(
0 1

−un − λ 0

)
, An =

(
−vn 1

v2n + αn − λ −vn

)
, Ψn =

(
ψn
ψn,x

)
(âòîðàÿ ñòðîêà An ïîëó÷àåòñÿ èç (22), åñëè çàìåíèòü òàì −u = v2 + vx + α).

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî óðàâíåíèå An,x = Un+1An−AnUn
ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèÿì

−un = v2n + vn,x + αn, un+1 = un + 2vn,x.



Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé

Èñòîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó�Áýêëóíäà íà÷àëàñü çàäîëãî äî âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè
ñîëèòîíîâ. Ñàìî óðàâíåíèå sin-Ãîðäîí è ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà áûëè îòêðûòû â äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ãäå îíè îïèñûâàþò íåêîòîðûé êëàññ ïîâåðõíîñòåé ñ ãàóññîâîé
êðèâèçíîé ðàâíîé −1 è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ [1, 2]. Ñâÿçü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ èíòåãðèðóåìû-
ìè óðàâíåíèÿìè áûëà óñòàíîâëåíà ëèøü 100 ëåò ñïóñòÿ, â íà÷àëå 1970-õ [3]. Ýòî äàëåêî
íå åäèíñòâåííûé ïðèìåð òàêîé ñâÿçè, ñì. íàïðèìåð ó÷åáíèêè [4, 5], ãäå âñÿ òåîðèÿ èí-
òåãðèðóåìîñòè îáñóæäàåòñÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì óêëîíîì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó äëÿ ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñàíû â [6]. Ïîçæå èõ ïåðåîòêðûë Øð¼äèíãåð,
êàê î÷åíü óäîáíûé èíñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ òî÷íî-ðåøàåìûõ ïîòåíöèàëîâ â îäíîìåðíîé
êâàíòîâîé ìåõàíèêå [7, 8]. Ê óðàâíåíèþ ÊäÔ îíè òàêæå áûëè ïðèñïîñîáëåíû â 70-x [9],
ïîñëå òîãî êàê áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñëóæèò âñïîìîãàòåëüíûì
ëèíåéíûì óðàâíåíèåì äëÿ ÊäÔ.
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